Zakladni definice

Limita funkce vice proménnych
Je-li f definovana na prstencovém okoli bodu a, fikame, ze f ma v bodé
a limitu A € R, pokud

Ve>030>0:y€ P(a,d) = f(y) € UA,e),
V takovém pripadé piseme lim f(x) = A.
X—a

Spojitost funkce vice proménnych
Je-li  definovana na okoli bodu a, fikdme, ze f je spojitad v bodé a, pokud

Ve>030>0:y e U(a,0) = f(y) € U(f(a),e),

tj. f je spojita v bodé a, pokud IiLn f(x) = f(a)



Zakladni definice

Limita vzhledem k mnoziné
Je-li f definovana na M N P(a, r) pro néjaké r > 0, fikdme, ze f ma v
bodé a limitu A € R vzhledem k M, pokud

Ve>030>0:y € P(a,d)NM = f(y) € UA,e).

V takovém pripadé piseme lim f(x) = A.
M>x—a
Spojitost vzhledem k mnoziné
Je-li f definovana na M N U(a, r) pro néjaké r > 0 a a € M, fikame, ze f
je spojitd v bodé a vzhledem k M, pokud

Ve>030>0:y e U(a,0)NM = f(y) € U(f(a),e),

m f(x) = f(a).

tj. f je spojitd v bodé a vzhledem k M, pokud i
M>x—a



Zakladni definice

5+ xy,
f(x,y)={

—Xy,

x4yt <1,
xt+yt>1



Jak dostaneme spojité funkce

» souradnicové funkce,
» elementarni funkce (sin x, cos x, €%, log x,...) na definicnim oboru

> f, g spojité — f + g, fg, é (pokud je definovan), fog



Jak dostaneme spojité funkce

» souradnicové funkce,
» elementarni funkce (sin x, cos x, €%, log x,...) na definicnim oboru
> f, g spojité — f + g, fg, é (pokud je definovan), fog

Pomoci téchto pravidel miizeme dostat spoustu spojitych funkci:

x, y? spojité (v R, R, R3,...),

xy? + x spojita,

e+ spojita,

vV v v v

sin(x + y)e¥ > spojita,
cos(x + y + wz)

arctan(sin(x + y)ev?+z) — |0g(x+yxrﬁ)

spojita (na def. oboru).



Jak nedostaneme spojité funkce

pokud (x,y) # (0,0),

(0,0).

Xy
Uvazme funkci f(x,y) = {X2+y2
0 pokud (x,y)



Jak nedostaneme spojité funkce

pokud (x, y) # (0,0),

(0,0).

Xy
Uvazme funkci f(x,y) = {X2+y2
0 pokud (x, y)

f je urcité spojitd na R2\ {(0,0)}. Co spojitost v (0,0)?



Jak nedostaneme spojité funkce

2> pokud (x, 0,0),
Uvazme funkci f(x,y) = {6‘ ty EZkEd Ei }}:; i EO 0;

f je urcité spojitd na R2\ {(0,0)}. Co spojitost v (0,0)?

Nejprve zkusme nasledujici 'naivni’ vypocet limity
-0
im Y Zgim (lim =) = im0
()= (0,0) X2+ y2 x50 \y—0 x2 4 y2 x50 x2 + 0
a obdobné

0 = £(0,0)



Jak nedostaneme spojité funkce

2. pokud (x,y) # (0.0),
Uvazme funkci f(x,y) = ¢ X**Y pokud (x, y) # (0,0)
0 pokud (x,y) = (0,0).

f je urcité spojitd na R2\ {(0,0)}. Co spojitost v (0,0)?
Nejprve zkusme nasledujici 'naivni’ vypocet limity
x-0

: Xy 7. . xy ]
| — = | Y ) im = —0=f
oMoty = m (2752 ) = im g =0 = F0.0

a obdobné .
i > _ 1 (Iim Xy) — lim — 2~ =0 = f(0,0)
y—0

lim ——— = lim
(6,y)—=(0,0) X2+ y2  y—0 \x—0 x2 + y? 0+ y2



Jak nedostaneme spojité funkce

2. pokud (x,y) # (0.0),
Uvazme funkci f(x,y) = ¢ X**Y pokud (x, y) # (0,0)
0 pokud (x,y) = (0,0).

f je urcité spojitd na R2\ {(0,0)}. Co spojitost v (0,0)?

Nejprve zkusme nasledujici 'naivni’ vypocet limity
lim Y L im XY x-0

(x,y)l—>(0,0) x24+y?2  x=0 (yll—rPo x2 + y2) - llno x240 =0=£(0,0)

a obdobné 0
) Xy 7. ) Xy . %
(X,y)l—>m(o,o) x2 4 y? Pkt (Xl—r>nO x2 + y2> y0 0+ y2 (0.0)

Pokud by limita napravo i nalevo existuje, mizeme otaznik Skrtnout.



Jak nedostaneme spojité funkce

2. pokud (x,y) # (0.0),
Uvazme funkci f(x,y) = ¢ X**Y pokud (x, y) # (0,0)
0 pokud (x,y) = (0,0).

f je urcité spojitd na R2\ {(0,0)}. Co spojitost v (0,0)?

Nejprve zkusme nasledujici 'naivni’ vypocet limity

-0
im = Liim (lim Y ) = lim 5—— = 0=£(0,0)
(x,y)—(0,0) X* + y x—=0 \y—=0 x* + y x—0x2 +0
a obdobné 0
im = Lim (lim Y ) = lim —>> =0 = £(0,0)
(x,y)—=(0,0) X* + y y—0 \x—0 x2 + y y—>00+y

Pokud by limita napravo i nalevo existuje, mizeme otaznik Skrtnout.

Zkusime jesté jeden postup
2

. ? 0. . X .11
(X,yglg](o,o) Flxy) = xlino Flxx) = )![;no X2 x2 )!T?o 272 7 1(0.0)
Tzn. limita  lim  f(x,y) neexistuje a funkce f neni v bodé (0, 0)

(x,y)—(0,0)
spojita.



Jak nedostaneme spojité funkce

s kud (x, 0,0),
Uvazme funkci f(x,y) = {X 7= pokud (x,y) # (0,0)

0 pokud (x,y) = (0,0).
low 7 7 1 (755 ) = Jm 5 ~0 = 00
Ao 5 I (1 ) = i, s =0 = 0.
o ) & I P50 = i 257 = i 5 = 5 7(0.0)
)!i_r>n0 fix.0) = Xli_r>n00 =0, yIi_r}no FO.y) = }!i_r>n00 =0

> f je spojitd vzhledem ke kazdé primce rovnobézné s jednou z os,
» f neni spojitd vzhledem k diagonéle {(x, x) € R? x € R},
> f neni spojita (v bodé (0, 0)).



Jak nedostaneme spojité funkce

> =

DA



Jak nedostaneme spojité funkce

£ DA



Jak nedostaneme spojité funkce

£ DA



Jak nedostaneme spojité funkce

E 9DAC¢



Jak nedostaneme spojité funkce




Jak nedostaneme spojité funkce




Jak nedostaneme spojité funkce

pokud (x,y) # (0,0),
=(0,0),

x3y
Uvazme funkci f(x,y) = { x*+7*
0 pokud (x, y)



Jak nedostaneme spojité funkce

X2y
Uvazme funkci f(x,y) = { x**+* pokud (x, y)
0 pokud (x,y)

f je urcité spojita na R?\ {(0,0)}.



Jak nedostaneme spojité funkce

pokud (x, y) # (0,0),
=(0,0),

x2y
Uvazme funkci f(x,y) = { x*+7*
0 pokud (x, y)

f je urcité spojita na R?\ {(0,0)}.
)I(gno f(x,0) = XILnOO =0=1(0,0), y|[>n0 f(0,y) = }![}nOO =0=1(0,0).




Jak nedostaneme spojité funkce
x2y
Uvazme funkci f(x,y) = { x*+7* pokud (x,y) # (0,0),
0 pokud (x,y) = (0,0),
f je urcité spojita na R?\ {(0,0)}.
)I(gno f(x,0) = XILnOO =0=1(0,0), y|[>n0 f(0,y) = }![)nOO =0=1(0,0).

X3 X

lim f(x,x) = lim = lim ———
x—0 ( ’ ) x~>0X4+X2 x~>0X2+1

=0 = f(0,0)



Jak nedostaneme spojité funkce

pokud (x, y) # (0,0),
=(0,0),

X2

y
Uvazme funkci f(x,y) = {><“+y2

0 pokud (x, y)
f je urcité spojita na R?\ {(0,0)}.
)I(gno f(x,0) = XILnOO =0=1(0,0), y|[>n0 f(0,y) = }![)nOO =0=1(0,0).

X3 X

lim 7(x,x) = lim =0=1(0,0)

x—0 x—0 X4 —+ X2 - XTO X2 —+ 1
Obecnégji, pro kazdé L € R plati

3
lim f(x, Lx) = lim Lx Lx

x—0 x—0 x4 + [2x2 - XT;IO x2 + L2 =0= f(O, 0)




Jak nedostaneme spojité funkce

pokud (x, y) # (0,0),
=(0,0),

X2

y
Uvazme funkci f(x,y) = {><“+y2

0 pokud (x, y)
f je urcité spojita na R?\ {(0,0)}.
)I(gno f(x,0) = XILnOO =0=1(0,0), y|[>n0 f(0,y) = }!gnOO =0=1(0,0).
3

. . X . X
A0 = e = ey = 0= 100
Obecnégji, pro kazdé L € R plati

. . Lx3 ) Lx
fimy 1) = iy e =l = 0= (0.0
Ale .

. AT X T 171
linof(x,x ) _lino x4+ x4 _>|<[>no2 2 7 1(0,0)



Jak nedostaneme spojité funkce

pokud (x, y) # (0,0),
=(0,0),

X2

y
Uvazme funkci f(x,y) = {><“+y2

0 pokud (x, y)
f je urcité spojita na R?\ {(0,0)}.
)I(gno f(x,0) = XILnOO =0=1(0,0), y|[>n0 f(0,y) = }!gnOO =0=1(0,0).
3

. . X . X
A0 = e = ey = 0= 100
Obecnégji, pro kazdé L € R plati

. . Lx3 ) Lx
fimy 1) = iy e =l = 0= (0.0
Ale .

. AT X T 171
linof(x,x ) _lino x4+ x4 _>|<[>no2 2 7 1(0,0)

> f je spojitad vzhledem ke kazdé primce,
> f neni spojitd vzhledem k mnoziné {(x,x?) € R?, x € R},
> f neni spojitd (v bodé (0,0)).



Jak nedostaneme spojité funkce

1.0

DA



Jak nedostaneme spojité funkce

o 5 = = £ DA



Jak nedostaneme spojité funkce

o 5 = = £ DA



Jak nedostaneme spojité funkce

o 5 = = £ DA



Jak nedostaneme spojité funkce

1.0




Jak nedostaneme spojité funkce




Jak nedostaneme spojité funkce

o 5 = = E 9DAC¢



Jak nedostaneme spojité funkce

1.0




Dalsi priklady

- . X
Spocitame limitu lim 4

(x:y)=(0,0) /x2 + y?



Dalsi priklady

- . X
Spocitame limitu lim 4

(x:y)=(0,0) /x2 + y?

lim f(x,0)=1lim0=0, limf(0,y)=1lim0=0.
x—0 x—0 y—0 y—0

Lx? L
lim f(x, Lx) = lim al i X

—_— — I —_— =
x—0 x—0 1/X2+L2X2 XT;]O \/]__A'_L2 0



Dalsi priklady

. . ) xy
Spocitame limitu lim R
P (x:¥)=(0,0) \/x2 + y?
lim f(x,0)=1lim0=0, limf(0,y)=1lim0=0.
x—0 x—0 y—0 y—0
Lx? . Lx

LA il /ey v R By wry R
x3 . x 0

lim f(x,x?) = lim ———— = lim —— =
( ) x—0 \/X2 _|_ X4 x—0 m

x—0



Dalsi priklady

s - . Xy
Spocitame limitu lim ——
(x.)=(0,0) y/x2 4 2

lim f(x,0)=1lim0=0, limf(0,y)=1lim0=0.
x—0 x—0 y—0 y—0

fim £(x, Lx) = lim 2 i 2

= A X 1 [2x2 xS0 VI i L2
) x3 . x

lim Fx,x%) = fim, —eeg = Jim 5 =0,

Lxite . Lx®

fim, O LX) =l e — M et



Dalsi priklady

s - . Xy
Spocitame limitu lim ——
(x.)=(0,0) y/x2 4 2

lim f(x,0)=1lim0=0, limf(0,y)=1lim0=0.
x—0 x—0 y—0 y—0

fim £(x, Lx) = lim 2 i 2
= A X 1 [2x2 xS0 VI i L2
) x3 . X
)!T;] f(XX)_)![)T]O\/X2+X4_)![>n0\/1+x2_0'
Lxite . Lx©

fim, O LX) =l e — M et
Zkusime odhadnout (pro x # 0)

Xy Yy )
|f(X7Y)*0|: ‘2 | 2: | | §|y‘§ X2+y2
VX2 +y \/1+§—§




Dalsi priklady

. . X
Spocitame limitu lim 4

(x.y)=(0,0) /x? + y?

[xy y
. T N EV .
veEty: o i n




Dalsi priklady

iy - . Xy
Spocitame limitu lim ——
(6y)=(0,0) /x2 + y?

[xy y
. T N EV .
veEty: o i n

Definice: Ve > 03§ > 0:z € P(a,d) = f(z) € U(A,¢).



Dalsi priklady

s . . Xy

Spocitame limitu lim ——

P (6y)=(0,0) /x2 + y?

Xy Yy
)= = M << iy
VRt 1 g

Definice: Ve > 03§ > 0:z € P(a,d) = f(z) € U(A,¢).

My mame a = (0,0) a A =0 a tedy dostaneme

Ve>036>0:0<+/(x—02+(y—02<3d = |f(x,y) - 0| <e.

Ve>036>0:0< Vx2+y?2<d = |f(x,y)| <e.



Dalsi priklady

s . . Xy

Spocitame limitu lim ——

P (6y)=(0,0) /x2 + y?

Xy Yy
)= = M << iy
VRt 1 g

Definice: Ve > 03§ > 0:z € P(a,d) = f(z) € U(A,¢).

My mame a = (0,0) a A =0 a tedy dostaneme

Ve>036>0:0<+/(x—02+(y—02<3d = |f(x,y) - 0| <e.

Ve>036>0:0< Vx2+y?2<d = |f(x,y)| <e.

Staci zvolit § = ¢.
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Dalsi priklady

. . X
Spocitame limitu lim 4

(x:y)=(0,0) /x2 + y?



Dalsi priklady

. . X
Spocitame limitu lim 4

(x:y)=(0,0) /x2 + y?

Pouzijeme polarni souradnice
x=rcosa, y=rsina, r>0, acl0,2n).



Dalsi priklady

. . X
Spocitame limitu lim 4

(x:y)=(0,0) /x2 + y?

Pouzijeme polarni souradnice
x=rcosa, y=rsina, r>0, acl0,2n).

Potom

_ r? cosasin _
f(rcosa, rsina) = = rcosasina

\/r2 cos? o + r?sin a




Dalsi priklady

. . X
Spocitame limitu lim 4

(x:y)=(0,0) /x2 + y?

Pouzijeme polarni souradnice
x=rcosa, y=rsina, r>0, acl0,2n).

Potom
_ r? cosasin _
f(rcosa, rsina) = ~— = reosasina
\/r2cos2a+r25in o

a tedy |f(rcosa, rsina) — 0| = |rcosasina| < r =: g(r).



Dalsi priklady

. . X
Spocitame limitu lim 4

(x:y)=(0,0) /x2 + y?

Pouzijeme polarni souradnice
x=rcosa, y=rsina, r>0, ac]l0,2m).

Potom

_ r? cosasin _
f(rcosa, rsina) = = rcosasina

\/r2 cos? o + r?sin a

a tedy |f(rcosa, rsina) — 0] = |rcosasina| < r =: g(r).

Plati IiI&g(r) =0tedy: Ve >036>0:0<r<d = |g(r)] <e.
r—

Jelikoz r = \/x2 + y? dostdvame

Ve>030>0:0</x2+y?2<d = |f(x,y)—0|<e.

Tj. lim f(x,y)=0.
! (>,y)—(0,0) Cey)



Dalsi priklady

qp-o5000510




Dalsi priklady

Obdobné dokazeme nasledujici obecné tvrzeni:

necht
A€R, (a,b) € R?,
f je definovana na prstencovém okoli (a, b),

v

g je definovana na néjakém pravém prstencovém okoli 0,

v vV

lip 51 =0.

|f(rcosa + a, rsina+ b) — A| < g(r) pro dostateéné mala r > 0.

v

Potom lim =A
(x.y)—(a,b)



Dalsi priklady

im —Y _ —?
(x.y)—(0,0) X2 4 y2

r?| cos asin a _
5 > = |cosasinal.
r< cos® +r<sin” «

|f(rcosa, rsina) — 0| =

2
XY 2

lim —2_ —
() (0.0) X* + y2

F(rcosa, rsina) — 0] = r3lcos’ asina|  r|cos? asinaf

rrcos*a+ r2sina r2cost a +sin’a
Pro o = r dostavame
r| cos? rsinr| r?> + o(r?) 1
= - =,
r2costr+sin®r  2r2+o(r?) 2










Dalsi priklady

Je funkce

xy2—3y5
o | T ok ) £ 00),
0 pokud (x,y) = (0,0),

spojita ve véech bodech R??



Dalsi priklady

Je funkce

xy2—3y5
o | T ok ) £ 00),
0 pokud (x,y) = (0,0),

spojita ve véech bodech R??

f je urcité spojita na R2\ {(0,0)}



Dalsi priklady

Je funkce

YW pokud
Fxy) = | s PO (x,y) # (0,0),
0 pokud (x,y) = (0,0),

spojita ve véech bodech R??
f je urcité spojita na R2\ {(0,0)}

2 —3r8sin® q
f/r8 cos® o + r8sin® o
r3|cosasin® a — 3r?sin® o
v/ cos8 o + sin® o

< r3 (| cos asin® a| + 3r2|sin® o))

|r3 cos asin

|f(rcosa, rsina) — 0] =

- 3 .
v/ cos8 o + sin® o



Dalsi priklady

Je funkce

0 3y° kud 0,0
Fxy) = Fem POk (x,y) # (0,0),
0 pokud (x,y) = (0,0),

spojita ve véech bodech R??

f je urcité spojita na R2\ {(0,0)}

1 . 2 2| «inD
. cosas 3re|s
|f(rcosa, rsina) — 0| < ri(Jcosasin” af + 3r7|sin” o)

Vcos® a + sin® «



Dalsi priklady

Je funkce

X7 3" kud 0,0
fy) = § Yoo PO b 700
0 pokud (x,y) = (0,0),

spojita ve véech bodech R??

f je urcité spojita na R2\ {(0,0)}

r3 (| cos asin® a| + 3r2| sin® a|)

|f(rcosa, rsina) — 0] <

Vcos® a + sin® «

cosasin®al +3r2|sin®a| <4pro0<r<1,



Dalsi priklady

Je funkce

V3 pokud 0,0
Fxy) = Fem POk (x,y) # (0,0),
0 pokud (x,y) = (0,0),

spojita ve véech bodech R??

f je urcité spojita na R2\ {(0,0)}

r3 (| cos asin? | + 3r2|sin® o))
Vcos® a +sin® a

|cosasin®al +3r?|sin®a| <4pro0<r<1,

|f(rcosa, rsina) — 0] <

funkce o — v/ cos® o + sin® o je spojita a kladna na intervalu [0, 27],
a tedy existuje M > 0, ze \/cos® a + sin® a > M, o € [0, 27].



Dalsi priklady

Je funkce

V3 pokud 0,0
Fxy) = Fem POk (x,y) # (0,0),
0 pokud (x,y) = (0,0),

spojita ve véech bodech R??
f je ur&ité spojitd na R2\ {(0,0)}
r3 (| cos asin? | + 3r2|sin® o))

|f(rcosc, rsina) —0] <
Vcos® a + sin® o

|cosasin®al +3r?|sin®a| <4pro0<r<1,

funkce o — v/ cos® o + sin® o je spojita a kladna na intervalu [0, 27],

a tedy existuje M > 0, ze \/cos® a + sin® a > M, o € [0, 27].

Tedy

|f(rcosa, rsina) —0] < =:g(r), 0<r<l.



Dalsi priklady

Je funkce
x7-3y° okud (x, 0,0),
o | T okt ) £ 00
0 pokud (x,y) = (0,0),

spojita ve véech bodech R??

f je spojita na R?\ {(0,0)}

|f(rcosc, rsina) —0] < W =:g(r), 0<r<l.

g rL”EJ’]+ g(r) =0

» |f(rcosa + a,rsina+ b) — Al < g(r) pro dostatecné mala r > 0.

Atedy lim f(x,y) =0=f(0,0) a f je spojitd na R?.
(x,y)—(0,0)



