
Základní de�nice

Limita funkce více prom¥nných

Je-li f de�nována na prstencovém okolí bodu a, °íkáme, ºe f má v bod¥
a limitu A ∈ R, pokud

∀ε > 0 ∃δ > 0 : y ∈ P(a, δ) =⇒ f (y) ∈ U(A, ε),

V takovém p°ípad¥ pí²eme lim
x→a

f (x) = A.

Spojitost funkce více prom¥nných

Je-li f de�nována na okolí bodu a, °íkáme, ºe f je spojitá v bod¥ a, pokud

∀ε > 0 ∃δ > 0 : y ∈ U(a, δ) =⇒ f (y) ∈ U(f (a), ε),

tj. f je spojitá v bod¥ a, pokud lim
x→a

f (x) = f (a)



Základní de�nice

Limita vzhledem k mnoºin¥
Je-li f de�nována na M ∩ P(a, r) pro n¥jaké r > 0 , °íkáme, ºe f má v
bod¥ a limitu A ∈ R vzhledem k M, pokud

∀ε > 0 ∃δ > 0 : y ∈ P(a, δ) ∩M =⇒ f (y) ∈ U(A, ε).

V takovém p°ípad¥ pí²eme lim
M3x→a

f (x) = A.

Spojitost vzhledem k mnoºin¥

Je-li f de�nována na M ∩ U(a, r) pro n¥jaké r > 0 a a ∈ M, °íkáme, ºe f
je spojitá v bod¥ a vzhledem k M, pokud

∀ε > 0 ∃δ > 0 : y ∈ U(a, δ) ∩M =⇒ f (y) ∈ U(f (a), ε),

tj. f je spojitá v bod¥ a vzhledem k M, pokud lim
M3x→a

f (x) = f (a).



Základní de�nice

f (x , y) =

{
5+ xy , x4 + y4 ≤ 1,

−xy , x4 + y4 > 1



Jak dostaneme spojité funkce

I sou°adnicové funkce,

I elementární funkce (sin x , cos x , ex , log x ,. . . ) na de�ni£ním oboru

I f , g spojité → f + g , fg , f
g (pokud je de�nován), f ◦ g

Pomocí t¥chto pravidel m·ºeme dostat spoustu spojitých funkcí:

I x , y2 spojité (v R, R2, R3,. . . ),

I xy2 + x spojitá,

I exy
2+x spojitá,

I sin(x + y)exy
2+x spojitá,

I
cos(x + y + wz)

arctan(sin(x + y)exy2+z)− log( x61−1
x+y+z+w13

)
spojitá (na def. oboru).
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Jak nedostaneme spojité funkce

Uvaºme funkci f (x , y) =

{
xy

x2+y2 pokud (x , y) 6= (0, 0),

0 pokud (x , y) = (0, 0).

f je ur£it¥ spojitá na R2 \ {(0, 0)}. Co spojitost v (0, 0)?

Nejprve zkusme následující 'naivní' výpo£et limity

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
?
= lim

x→0

(
lim
y→0

xy

x2 + y2

)
= lim

x→0

x · 0
x2 + 0

= 0 = f (0, 0)

a obdobn¥

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
?
= lim

y→0

(
lim
x→0

xy

x2 + y2

)
= lim

y→0

0 · y
0+ y2

= 0 = f (0, 0)

Pokud by limita napravo i nalevo existuje, m·ºeme otazník ²krtnout.

Zkusíme je²t¥ jeden postup

lim
(x,y)→(0,0)

f (x , y)
?
= lim

x→0

f (x , x) = lim
x→0

x2

x2 + x2
= lim

x→0

1

2
=

1

2
6= f (0, 0).

Tzn. limita lim
(x,y)→(0,0)

f (x , y) neexistuje a funkce f není v bod¥ (0, 0)

spojitá.
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Jak nedostaneme spojité funkce

Uvaºme funkci f (x , y) =

{
xy

x2+y2 pokud (x , y) 6= (0, 0),

0 pokud (x , y) = (0, 0).
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lim
x→0

f (x , 0) = lim
x→0

0 = 0, lim
y→0

f (0, y) = lim
y→0

0 = 0.

I f je spojitá vzhledem ke kaºdé p°ímce rovnob¥ºné s jednou z os,

I f není spojitá vzhledem k diagonále {(x , x) ∈ R2, x ∈ R},
I f není spojitá (v bod¥ (0, 0)).
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Jak nedostaneme spojité funkce

Uvaºme funkci f (x , y) =

{
x2y

x4+y2 pokud (x , y) 6= (0, 0),

0 pokud (x , y) = (0, 0),

f je ur£it¥ spojitá na R2 \ {(0, 0)}.
lim
x→0

f (x , 0) = lim
x→0

0 = 0 = f (0, 0), lim
y→0

f (0, y) = lim
y→0

0 = 0 = f (0, 0).

lim
x→0

f (x , x) = lim
x→0

x3

x4 + x2
= lim

x→0

x

x2 + 1
= 0 = f (0, 0)

Obecn¥ji, pro kaºdé L ∈ R platí

lim
x→0

f (x , Lx) = lim
x→0

Lx3

x4 + L2x2
= lim

x→0

Lx

x2 + L2
= 0 = f (0, 0)

Ale

lim
x→0

f (x , x2) = lim
x→0

x4

x4 + x4
= lim

x→0

1

2
=

1

2
6= f (0, 0)

I f je spojitá vzhledem ke kaºdé p°ímce,

I f není spojitá vzhledem k mnoºin¥ {(x , x2) ∈ R2, x ∈ R},
I f není spojitá (v bod¥ (0, 0)).
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Dal²í p°íklady

Spo£ítáme limitu lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

lim
x→0

f (x , 0) = lim
x→0

0 = 0, lim
y→0

f (0, y) = lim
y→0

0 = 0.

lim
x→0

f (x , Lx) = lim
x→0

Lx2√
x2 + L2x2

= lim
x→0

Lx√
1+ L2

= 0.

lim
x→0

f (x , x2) = lim
x→0

x3√
x2 + x4

= lim
x→0

x√
1+ x2

= 0.

lim
x→0

f (x , Lxα) = lim
x→0

Lx1+α√
x2 + x2α

= lim
x→0

Lxα√
1+ x2α−1

= 0

Zkusíme odhadnout (pro x 6= 0)

|f (x , y)− 0| = |xy |√
x2 + y2

=
|y |√
1+ y2

x2

≤ |y | ≤
√

x2 + y2
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De�nice: ∀ε > 0 ∃δ > 0 : z ∈ P(a, δ) =⇒ f (z) ∈ U(A, ε).

My máme a = (0, 0) a A = 0 a tedy dostaneme

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 <
√
(x − 0)2 + (y − 0)2 < δ =⇒ |f (x , y)− 0| < ε.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 <
√
x2 + y2 < δ =⇒ |f (x , y)| < ε.

Sta£í zvolit δ = ε.
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Dal²í p°íklady

Spo£ítáme limitu lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

Pouºijeme polární sou°adnice
x = r cosα, y = r sinα, r > 0, α ∈ [0, 2π).

Potom

f (r cosα, r sinα) =
r2 cosα sinα√

r2 cos2 α+ r2 sin2 α
= r cosα sinα

a tedy |f (r cosα, r sinα)− 0| = |r cosα sinα| ≤ r =: g(r).

Platí lim
r→0+

g(r) = 0 tedy: ∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < r < δ =⇒ |g(r)| < ε.

Jelikoº r =
√

x2 + y2 dostáváme

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 <
√
x2 + y2 < δ =⇒ |f (x , y)− 0| < ε.

Tj. lim
(x,y)→(0,0)

f (x , y) = 0.
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Dal²í p°íklady

Obdobn¥ dokáºeme následující obecné tvrzení:

nech´

I A ∈ R, (a, b) ∈ R2,

I f je de�nována na prstencovém okolí (a, b),

I g je de�nována na n¥jakém pravém prstencovém okolí 0,

I lim
r→0+

g(r) = 0,

I |f (r cosα+ a, r sinα+ b)− A| ≤ g(r) pro dostate£n¥ malá r > 0.

Potom lim
(x,y)→(a,b)

= A



Dal²í p°íklady

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= 0?

|f (r cosα, r sinα)− 0| = r2| cosα sinα|
r2 cosα+r2 sin2 α

= | cosα sinα|.

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
= 0?

|f (r cosα, r sinα)− 0| = r3| cos2 α sinα|
r4 cos4 α+ r2 sin2 α

=
r | cos2 α sinα|

r2 cos4 α+ sin2 α
.

Pro α = r dostáváme

r | cos2 r sin r |
r2 cos4 r + sin2 r

=
r2 + o(r2)

2r2 + o(r2)
→ 1

2
.
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Dal²í p°íklady

Je funkce

f (x , y) =


xy2−3y5
3
√

x8+y8
pokud (x , y) 6= (0, 0),

0 pokud (x , y) = (0, 0),

spojitá ve v²ech bodech R2?

f je ur£it¥ spojitá na R2 \ {(0, 0)}

|f (r cosα, r sinα)− 0| = |r
3 cosα sin2 α− 3r5 sin5 α|
3

√
r8 cos8 α+ r8 sin8 α

=
r
1

3 | cosα sin2 α− 3r2 sin5 α|
3

√
cos8 α+ sin8 α

≤ r
1

3 (| cosα sin2 α|+ 3r2| sin5 α|)
3

√
cos8 α+ sin8 α

.
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|f (r cosα, r sinα)− 0| ≤ r
1

3 (| cosα sin2 α|+ 3r2| sin5 α|)√
cos8 α+ sin8 α

| cosα sin2 α|+ 3r2| sin5 α| ≤ 4 pro 0 < r < 1,

funkce α 7→ 3

√
cos8 α+ sin8 α je spojitá a kladná na intervalu [0, 2π],

a tedy existuje M > 0, ºe
√

cos8 α+ sin8 α > M, α ∈ [0, 2π].
Tedy

|f (r cosα, r sinα)− 0| ≤ 4r
1

3

M
=: g(r), 0 < r < 1.
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|f (r cosα, r sinα)− 0| ≤ 4r
1

3

M
=: g(r), 0 < r < 1.

I lim
r→0+

g(r) = 0,

I |f (r cosα+ a, r sinα+ b)− A| ≤ g(r) pro dostate£n¥ malá r > 0.

A tedy lim
(x,y)→(0,0)

f (x , y) = 0 = f (0, 0) a f je spojitá na R2.


